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Cet article pr´ esente quatre r´ esultats de la th´ eorie du choix social que j’estime fonda-
mentaux : le th´ eor` eme d’Arrow, le th´ eor` eme de Sen sur l’incompatibilit´ e du principe de
Pareto et d’un principe de libert´ e, le th´ eor` eme de Gibbard-Satterthwaite et l’analyse de la
m´ ethode de d´ ecision ` a la majorit´ e et l’existence d’une solution au probl` eme de l’agr´ egation
des pr´ ef´ erences dues ` a Black. Mon propos n’est pas d’ˆ etre exhaustif. Par r´ esultats fon-
damentaux, je veux dire les r´ esultats qui sont ` a l’origine de la quasi-totalit´ e de la th´ eorie
moderne du choix social. Pour ˆ etre exhaustif, il aurait fallu que j’ajoute une pr´ esentation
des travaux d’Harsanyi (ses articles de 1953 et 1955 repris dans Harsanyi (1976)), l’article
de Nash (1953) sur la n´ egociation, le th´ eor` eme de Nakamura (1979) sur les jeux simples
et les analyses de Saari (1995) sur les proc´ edures ´ electorales avec scores. Mon choix ne
pr´ etend pas ´ etablir une hi´ erarchie. Cependant, historiquement, les travaux de Black et
d’Arrow ` a la ﬁn des ann´ ees 1940 sont certainement ` a l’origine de la th´ eorie moderne du
choix social, plus ceux d’Arrow que ceux de Black, sans doute. En revanche, Black est le
p` ere de ce que je pourrais appeler la science politique math´ ematique.
Le choix social a pour objet la s´ election d’options par un groupe d’individus (d’une
mani` ere quasiment ´ equivalente, on peut ´ egalement interpr´ eter le choix social comme un
choix individuel dans le cas de crit` eres multiples, les crit` eres correspondant alors aux in-
dividus et l’individu ` a la soci´ et´ e). On ´ etudie en particulier les proc´ edures de s´ election soit
d’une mani` ere abstraite (les fonctions d’agr´ egation, les fonctions de choix etc ...), soit d’une
mani` ere relativement pratique (les proc´ edures ´ electorales). Cette dichotomie se retrouve
dans les sources historiques de la th´ eorie du choix social : d’une part l’utilitarisme et
l’´ economie du bien-ˆ etre, de Bentham ` a Bergson et Samuelson, d’autre part l’analyse des
proc´ edures de vote par Borda et Condorcet. Bien entendu, dans les deux cas, il y eut
des pr´ ecurseurs, par exemple Hutcheson et Hume pour le premier, et Raymond Lulle et
Nicolas de Cues pour le deuxi` eme. Je ne m’´ etendrai pas sur ces aspects historiques.
La maxime utilitariste g´ en´ eralement attribu´ ee ` a Bentham, le plus grand bonheur du plus
grand nombre, s’est assez rapidement simpliﬁ´ ee, en particulier chez les ´ economistes, en la
maximisation sur l’ensemble des options de la somme des utilit´ es individuelles (c’est-` a-dire
des valeurs prises par les fonctions d’utilit´ e des individus). Cette maximisation suppose
´ evidemment que les valeurs prises par ces fonctions num´ eriques que sont les fonctions
d’utilit´ e, des nombres r´ eels, aient toutes les propri´ et´ es imaginables de ces nombres, en fait
qu’on puisse utiliser le fait que les r´ eels sont ce qu’on appelle en alg` ebre un corps. Pour ce
qui nous concerne, cela signiﬁe qu’on puisse comparer les utilit´ es pour un mˆ eme individu
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ou pour des individus diﬀ´ erents ce qui veut dire que, par exemple, si l’utilit´ e de x pour
l’individu i is 4 et l’utilit´ e de y pour l’individu j est 2, on puisse aﬃrmer que i avec x a une
utilit´ e deux fois plus grande que l’utilit´ e de j avec y, et de l` a, si l’utilit´ e est une esp` ece de
mesure de la satisfaction ou du bonheur, que i est deux fois plus heureux avec x que j avec
y. On pourrait ´ eventuellement utiliser les valeurs 4 et 2 autrement (4 est le carr´ e de 2, la
diﬀ´ erence entre 4 et 2 est 2, 4 est plus grand que 2 etc...). Ces possibilit´ es multiples ont
´ et´ e remises en cause par le succ` es sur le plan individuel de l’ordinalisme et de ce qui est en
quelque sorte sa cons´ equence sur le plan collectif, l’optimalit´ e par´ etienne. L’ordinalisme
signiﬁe simplement que, pour un mˆ eme individu, la seule propri´ et´ e des nombres r´ eels qui
sera interpr´ etable est sa structure d’ordre (le ≥). Pour M. i et pour des options x et
y, il sera impossible de distinguer la valeur de l’utilit´ e 1000 associ´ ee ` a x et la valeur 1
associ´ ee ` a y de la valeur 4 associ´ ee ` a x et la valeur 3 associ´ ee ` a y, puisque 1000 > 1
comme 4 > 3. Une option x sera optimale au sens de Pareto s’il n’existe pas d’option
y que tout le monde pr´ ef` ere ` a x (ou, dans une version ´ elargie, que tout le monde trouve
au moins aussi bonne que x et qu’un individu pr´ ef` ere ` a x). Cet aspect de la th´ eorie o` u
l’´ economiste, suivant Robbins, n’aurait plus, du moins en tant qu’´ economiste, la possi-
bilit´ e de faire des jugements de valeur, consacre vers 1930 la victoire totale de la pens´ ee
´ economique continentale (Pareto) sur la pens´ ee britannique (Marshall, Pigou). Cepen-
dant, dans les ann´ ees 1930, des comparaisons inter-individuelles sont r´ eintroduites sous
la forme de proc´ edures de compensations (virtuelles) par quelques-uns des plus grands
´ economistes de l’´ epoque, par exemple Hicks, Kaldor, Harrod et Scitovsky (voir les an-
thologies d’Arrow et Scitovsky (1969) et de Baumol et Wilson (2001)). Le principe de
base de ces compensations, c’est que si on imagine qu’on passe d’une option (situation) x
` a une situation y et que dans le changement, les gagnants ´ evaluant leurs gains d’utilit´ e et
les perdants leurs pertes avec des gains exc´ edant les pertes, il serait alors possible par une
redistribution (dont personne n’envisage la r´ ealisation !) de parvenir ` a une situation y que
tout le monde pr´ ef` ere. Ces travaux sont souvent associ´ es ` a ce qu’on appelle la nouvelle
´ economie du bien-ˆ etre. La diﬃcult´ e principale, outre l’utilisation implicite des comparai-
sons d’utilit´ e, est venue de la construction de paradoxes. Bergson (voir dans Arrow et
Scitovsky (1969)) et Samuelson introduisent ` a la ﬁn des ann´ ees 1930 et au d´ ebut des ann´ ees
1940, la notion de fonction d’utilit´ e sociale. Ce qui est recherch´ e, c’est la possibilit´ e de
d´ epasser l’optimalit´ e par´ etienne qui se r´ ev` ele malheureusement peu discriminante (dans
de nombreux contextes, les situations optimales sont tr` es nombreuses ; dans les probl` emes
de distribution d’un montant ﬁxe et inﬁniment divisible entre des individus ´ ego¨ ıstes, c’est-
` a-dire dont l’utilit´ e croˆ ıt en fonction de la quantit´ e ou des quantit´ es qu’ils obtiennent—par
exemple une somme mon´ etaire, un gˆ ateau ou un vecteur de biens—il y en a une inﬁnit´ e,
´ eventuellement non d´ enombrable, selon la divisibilit´ e inﬁnie consid´ er´ ee). Pour ce faire, si
on consid` ere la version de Samuelson (1947), la fonction d’utilit´ e sociale f a pour variables
les utilit´ es u1,...,un des individus 1,...,n, qui sont elles-mˆ emes des fonctions d´ eﬁnies sur
l’espace des ´ el´ ements ` a redistribuer. Les fonctions d’utilit´ e individuelles ui sont ﬁxes, par
exemple dans le cas d’un espace de biens ` a deux dimensions donn´ e par l’espace euclidien
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2 et ce qui varierait serait les x1 et x2. La
fonction de type Cobb-Douglas avec des param` etres 1/3, 1/2 et 1/2 resterait la mˆ eme.
La condition par´ etienne, math´ ematiquement, impose par exemple que f est une fonction
croissante de chaque ui ou, avec les hypoth` eses appropri´ ees sur f et en se rappelant le ca-
ract` ere local de la propri´ et´ e, que
∂f
∂ui > 0. On peut, comme le font Bergson et Samuelson,
´ etablir quelques propri´ et´ es de maximisation de f d’une mani` ere abstraite. Il n’en reste pas
moins que si une s´ election de situations optimales doit ˆ etre r´ ealis´ ee, il faut au pr´ ealable
construire f. La r´ eponse ` a la question : qui construit f ? reste relativement vague chez
Samuelson.
A la ﬁn du XVIIIe si` ecle, deux acad´ emiciens fran¸ cais, Borda et Condorcet, ont ´ etudi´ e
les m´ ethodes ´ electorales en particulier celles qui ´ etaient en vigueur au sein de l’Acad´ emie
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classe les k candidats selon sa pr´ ef´ erence. On attribue alors k − 1 points au candidat
class´ e premier, k − 2 points au candidat class´ e deuxi` eme etc... et 0 point au candidat
class´ e dernier. On additionne alors le nombre de points obtenus par les candidats dans
les classements des ´ electeurs. Le classement collectif est eﬀectu´ e ` a partir de la taille des
scores obtenus par les candidats, le premier ´ etant le candidat qui a obtenu le plus de points
etc... Condorcet est, quant ` a lui, implicitement favorable ` a une m´ ethode qu’on appelle
aujourd’hui en th´ eorie du vote la m´ ethode de d´ ecision ` a la majorit´ e. Etant donn´ e les
classements des ´ electeurs, on compte le nombre de fois o` u le candidat a est class´ e avant
le candidat b et le nombre de fois o` u le candidat b est class´ e avant le candidat a. Si a est
class´ e avant b plus souvent que b est class´ e avant a, collectivement a est class´ e avant b.
Condorcet constate bien que cette proc´ edure peut conduire ` a des cycles au niveau collectif
(c’est ce qu’on appelle le paradoxe de Condorcet). Consid´ erons en eﬀet trois candidats
a, b et c et trois ´ electeurs 1, 2 et 3. Supposons que 1 classe les candidats dans l’ordre
abc (a premier, b deuxi` eme et c troisi` eme ; 2 les classe dans l’ordre bca ; 3 les classe dans
l’ordre cab. Deux individus classent a avant b, deux individus classent b avant c, mais deux
individus classent c avant a, si bien que a est class´ e collectivement avant b qui est class´ e
avant c qui est class´ e avant a. Malgr´ e cette diﬃcult´ e Condorcet estime qu’un candidat, s’il
existe, qui est class´ e collectivement avant tous les autres doit ˆ etre choisi (si la proc´ edure est
utilis´ ee pour la s´ election d’un seul candidat). Ce candidat est g´ en´ eralement appel´ e main-
tenant un vainqueur de Condorcet. Condorcet critique la m´ ethode de Borda, en particulier
dans le Discours Pr´ eliminaire ` a l’Essai sur l’Application de l’Analyse ` a la Probabilit´ e des
D´ ecisions Rendues ` a la Pluralit´ e des Voix, parce qu’elle peut s´ electionner un candidat qui
n’est pas un vainqueur de Condorcet alors qu’un tel vainqueur existe. Il donne un exemple
dans les pages clxxvij et suivantes du Discours Pr´ eliminaire. Sur un plan anecdotique,
Borda n’est jamais nomm´ e. Condorcet y fait allusion en ´ evoquant un G´ eom` etre c´ el` ebre.
Au cours du si` ecle suivant, les travaux math´ ematiques sur les proc´ edures ´ electorales sont
assez rares. Sont remarquables cependant les recherches sur la repr´ esentation proportion-
nelle ou le calcul du nombre de repr´ esentants de circonscriptions ´ electorales en fonction de
leurs populations et les articles de C. L. Dodgson (plus connu sous le nom de Lewis Carroll).
Avant de d´ ecrire les quatre r´ esultats mentionn´ es plus haut, je vais donner quelques
exemples sur les r´ esultats de plusieurs proc´ edures ´ electorales obtenus ` a partir des mˆ emes
donn´ ees. Ces exemples sont emprunt´ es au livre d’un grand math´ ematicien am´ ericain par
ailleurs sp´ ecialiste d’astronomie math´ ematique, Donald Saari. Je recommande d’ailleurs
vivement la lecture de ce livre aux math´ ematiciens (Saari, 2001a). J’introduirai ensuite
les concepts de base dans une section pr´ eliminaire.
2. proc´ edures ´ electorales : quelques exemples
Dans l’exemple 1, je consid` ere trois candidats, A, B, et C, et 11 ´ electeurs. Chaque
´ electeur classe les candidats par ordre de pr´ ef´ erence A  B  C signiﬁant que A est
premier, B deuxi` eme et C troisi` eme. Le nombre entier avant le classement est le nombre
d’´ electeurs ayant cette pr´ ef´ erence.
3 A  B  C
2 A  C  B
2 B  C  A
4 C  B  A
Les trois proc´ edures appliqu´ ees ` a cette donn´ ee sont la (1) pluralit´ e (appel´ ee bizarrement
majorit´ e simple en France : on donne un point au candidat class´ e premier par un ´ electeur
et rien aux autres), (2) l’antipluralit´ e (on donne un point ` a tous les candidats sauf celui
qui est class´ e dernier) et (3) la r` egle de Borda. Le classement obtenu par les trois r` egles
sont :
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(2) B  C  A
(3) C  B  A
Je vais maintenant introduire des vecteurs score pour les candidats, le vecteur (1,0,0) sig-
niﬁant que le candidat class´ e premier obtient un point, le deuxi` eme et le troisi` eme, 0 (c’est
le vecteur score de la r` egle de la pluralit´ e. (1,1,0) est le vecteur score de l’antipluralit´ e et
(2,1,0) celui de la r` egle de Borda. En fait ces vecteurs d´ eﬁnissent des proc´ edures dans le
cas de trois candidats. En fonction des vecteurs score, voici les r´ esultats de la donn´ ee des
pr´ ef´ erences des ´ electeurs de notre exemple 1. (Je note A ∼ B, le cas o` u A et B sont ex
aequo.)
(1,0,0) : A  C  B
(4,1,0) : A ∼ C  B
(7,2,0) : C  A  B
(7,3,0) : C  A ∼ B
(2,1,0) : C  B  A
(3,2,0) : B ∼ C  A
(1,1,0) : B  C  A
Dans mon deuxi` eme exemple, il y a 5 candidats et 14 ´ electeurs.
3 A  B  C  D  E
1 A  C  E  D  B
2 A  E  C  D  B
2 C  B  D  E  A
2 D  C  E  A  B
1 E  A  C  D  B
3 E  B  D  A  C
On peut v´ eriﬁer facilement, selon qu’on vote pour un, ou deux, ou trois, ou quatre candi-
dats, ou en utilisant la r` egle de Borda que :
(1,0,0,0,0) : A arrive en tˆ ete
(1,1,0,0,0) : B arrive en tˆ ete
(1,1,1,0,0) : C arrive en tˆ ete
(1,1,1,1,0) : D arrive en tˆ ete
(4,3,2,1,0) : E arrive en tˆ ete
En outre si on utilise le crit` ere de Condorcet on obtient :
A  C, A  B, A ∼ D, E  A, C  B
E  B, B  D, C  E, C  D, D ∼ E
Il n’y a pas de vainqueur de Condorcet. On peut voir en outre que :
C  E  A  C et
C  E  A  C  B  D ∼ E  B  D ∼ A  B
Ces exemples illustrent parfaitement le rˆ ole jou´ e par les r` egles ´ electorales quant aux
r´ esultats des ´ elections et l’importance des recherches sur ces r` egles.
3. relations binaires, pr´ ef´ erences, agr´ egation
Soit X un ensemble d’options (des ´ etats sociaux, quel que soit le sens qu’on puisse leur
donner, des candidats ` a une ´ election, des allocations etc...). #X est le cardinal de cet
ensemble (si X est ﬁni, le cardinal de X est le nombre de ses ´ el´ ements).
D´ eﬁnition 1. Une relation binaire  sur X est un ensemble de couples (x,y) avec
x ∈ X et y ∈ X, autrement dit  est une partie du produit cart´ esien X × X.
On note par commodit´ e x  y plutˆ ot que (x,y) ∈ . On lira intuitivement ‘x est au
moins aussi bon que y’. Implicitement, je suppose donc que  est une relation r´ eﬂexive.MATH´ EMATIQUES DU CHOIX SOCIAL 5
D´ eﬁnition 2.  est r´ eﬂexive si pour tout x ∈ X, x  x.
La composante asym´ etrique  de  est d´ eﬁnie par x  y si x  y et ¬y  x (¬ est le
symbole de la n´ egation). On lira x  y ‘x est meilleur que y’ ou ‘x est pr´ ef´ er´ e ` a y’. La
composante sym´ etrique ∼ est d´ eﬁnie par x ∼ y si x  y et y  x. On lira x ∼ y ‘il y a
une indiﬀ´ erence entre x et y’.
D´ eﬁnition 3.  est compl` ete si, pour tout x,y ∈ X, x  y ou y  x.
La compl´ etude signiﬁe que, quelles que soient les options x et y, il y a une relation ‘au
moins aussi bon’ entre elles : on ne peut pas trouver deux options a et b qui ne seraient pas
li´ ees par cette relation. Si  est une relation binaire compl` ete, on aura x  y ⇔ ¬y  x.
D´ eﬁnition 4.  est transitive si pour tout x,y,z ∈ X, x  y et y  z ⇒ x  z.
D´ eﬁnition 5.  est quasi transitive si pour tout x,y,z ∈ X, x  y et y  z ⇒ x  z,
i.e., si  est transitive.
D´ eﬁnition 6.  est acyclique s’il n’existe pas de partie ﬁnie de X, {x1,...,xk} telle
que x1  x2 et x2  x3 et ... et xk−1  xk et xk  x1.
Il est ais´ e de montrer que si la relation binaire  est transitive, elle est aussi quasi
transitive et sa composante asym´ etrique est acyclique, chaque inverse n’´ etant pas vraie.
D´ eﬁnition 7. Un pr´ eordre  sur X est une relation binaire r´ eﬂexive et transitive.
Nous supposerons dans la suite que tout pr´ eordre est un pr´ eordre complet. Dans ce
cas, notons que la compl´ etude entraˆ ıne la r´ eﬂexivit´ e, si bien qu’un pr´ eordre complet est
une relation binaire compl` ete et transitive. Quand X est ﬁni, un pr´ eordre complet n’est
rien d’autre qu’un classement avec la possibilit´ e d’avoir des ex aequo. Par exemple pour
X = {a,b,c}, il y a 13 pr´ eordres complets :
(1) a  b  c (7) a  b ∼ c
(2) a  c  b (8) b  a ∼ c
(3) b  a  c (9) c  a ∼ b (13) a ∼ b ∼ c
(4) b  c  a (10) b ∼ c  a
(5) c  a  b (11) a ∼ c  b
(6) c  b  a (12) a ∼ b  c
Par exemple, (1) signiﬁe que a est pr´ ef´ er´ e ` a b, b est pr´ ef´ er´ e ` a c et a est pr´ ef´ er´ e ` a c.
Dand les relations (1)-(6), il n’y a pas d’ex aequo, dans les relations (7)-(9), il y a des
seconds (et derniers) ex aequo et un seul premier, dans les relations (10)-(12), il y a des
premiers ex aequo et un seul dernier, dans la relation (13) les trois options sont sur le
mˆ eme plan.
Toujours pour X = {a,b,c} la relation o` u a  b et b ∼ c et a ∼ c ne serait pas un
pr´ eordre complet, mais serait une relation binaire  compl` ete et quasi transitive et la rela-
tion o` u a  b et b  c et a ∼ c serait une relation binaire  compl` ete avec une composante
asym´ etrique  acyclique.
D´ eﬁnition 8.  est anti sym´ etrique si pour tout x,y ∈ X, x  y et y  x ⇒ x = y.
D´ eﬁnition 9. Un ordre lin´ eaire est un pr´ eordre complet anti sym´ etrique.6 MAURICE SALLES
Pour X = {a,b,c}, l’ensemble des ordres lin´ eaires est limit´ e aux relations (1)-(6). On
voit d’apr` es les d´ eﬁnitions que l’indiﬀ´ erence est r´ eduite ` a l’´ egalit´ e. On peut donc consid´ erer
que, dans le cas ﬁni, un ordre lin´ eaire est un classement sans ex aequo. Il est d’ailleurs alors
possible de d´ eﬁnir un ordre lin´ eaire comme une relation binaire  transitive et v´ eriﬁant
une propri´ et´ e de compl´ etude qui serait : pour tout x,y ∈ X, x 6= y ⇒ x  y ou y  x.
Le choix social devant assurer la s´ election d’options par un groupe d’individus, il
nous faut maintenant introduire ces individus. On se donne un ensemble N d’individus
g´ en´ eralement ﬁni. Dans ce qui suit, je supposerai que N est ﬁni et de cardinal n :
N = {1,...,n}. Je supposerai ´ egalement que chaque individu i a une pr´ ef´ erence sur X
donn´ ee par un pr´ eordre complet i. Le probl` eme central du choix social est celui du
passage d’une donn´ ee de pr´ ef´ erences individuelles—une par individu—` a une pr´ ef´ erence
sociale, not´ ee S, ou ` a un choix, un ´ el´ ement de X ou une partie de X.
On notera B, l’ensemble des relations binaires compl` etes sur X, P, l’ensemble des
pr´ eordres complets sur X, L, l’ensemble des ordres lin´ eaires sur X, Q, l’ensemble des
relations binaires compl` etes et quasi transitives et A, l’ensemble des relations binaires
compl` etes ayant une composante asym´ etrique acyclique, et P0, L0, Q0, A0 des parties non
vides respectivement de P, L, Q et A. Une fonction d’agr´ egation est une fonction f qui
fait correspondre une pr´ ef´ erence sociale (une relation binaire compl` ete), S, ` a une liste de
n pr´ ef´ erences individuelles—une n-liste de pr´ eordres complets—(1,...,n), c’est-` a-dire :
f : (1,...,n) 7→S. Formellement on aura la d´ eﬁnition suivante.
D´ eﬁnition 10. Une fonction d’agr´ egation est une fonction f : P0n → B.
Une notion qui joue un rˆ ole essentiel dans diverses conditions et dans les d´ emonstrations
est la d´ ecisivit´ e. Par abus de langage, une coalition sera toute partie non vide de N.
D´ eﬁnition 11. Une coalition C est d´ ecisive pour a contre b si pour toute liste
(1,...,n) ∈ P0n, a i b pour tout i ∈ C ⇒ a S b o` u S est la composante asym´ etrique
de S= f(1,...,n).
Une coalition C est d´ ecisive sur {a,b} si elle est d´ ecisive pour a contre b et si elle est
d´ ecisive pour b contre a.
Un individu i est d´ ecisif pour a contre b si pour toute liste (1,...,n) ∈ P0n, a i b ⇒
a S b o` u S est la composante asym´ etrique de S= f(1,...,n).
Un individu i est d´ ecisif sur {a,b} s’il est d´ ecisif pour a contre b et s’il est d´ ecisif pour b
contre a.
C est d´ ecisive pour a contre b si toutes les fois que tous les indivdus de la coalition
pr´ ef` erent a ` a b, pour la soci´ et´ e a est ‘class´ e’ avant b. Un individu i est d´ ecisif pour a
contre b si toutes les fois qu’il pr´ ef` ere a ` a b, a est ‘class´ e’ avant b au niveau de la soci´ et´ e.
Notons qu’avec cette d´ eﬁnition la propri´ et´ e n’est pas r´ eversible. Si l’individu i pr´ ef` ere b
` a a, on ne sait pas ce qu’il advient. On a cette r´ eversibilit´ e dans le cas o` u l’individu (la
coalition) est d´ ecisif (d´ ecisive) sur {a,b}.
Nous pouvons maintenant aborder les th` emes centraux de cet article en commen¸ cant
par celui qui est certainement le plus important, le th´ eor` eme d’Arrow.
4. le th´ eor` eme d’Arrow
Le th´ eor` eme d’Arrow (1951, 1963) porte sur une classe particuli` ere de fonctions d’agr´ egation,
les fonctions d’utilit´ e sociale. Cependant les conditions introduites par Arrow peuvent ˆ etre
impos´ ees aux fonctions d’agr´ egation en g´ en´ eral. Leurs d´ eﬁnitions n’impliquent pas en eﬀetMATH´ EMATIQUES DU CHOIX SOCIAL 7
la mise en jeu de la caract´ eristique propre aux fonctions d’utilit´ e sociale.
Condition U (Universalit´ e). P0 = P
Math´ ematiquement, cette condition est extrˆ emement simple. Elle signiﬁe que les in-
dividus peuvent avoir une pr´ ef´ erence donn´ ee par n’importe quel pr´ eordre complet. La
rationalit´ e individuelle est d´ eﬁnie par le fait que les individus ont des pr´ eordres complets
sur l’ensemble des options. Ces pr´ eordres complets sont quelconques. On n’exige pas
un niveau de rationalit´ e suppl´ ementaire en ´ eliminant certains de ces pr´ eordres complets
comme on le fera dans la section 6.
La condition suivante est certainement la plus complexe.
Condition I (Ind´ ependance). Soit deux options a,b ∈ X et deux n-listes
(1,...,n),(0
1,...,0
n) ∈ P0n. Si les restrictions ` a {a,b} des pr´ ef´ erences individuelles de
chaque individu sont identiques dans les deux listes, c’est-` a-dire si i |{a,b} =0
i |{a,b}
pour tout i ∈ N, alors S |{a,b} =0




L’id´ ee sous-jacente ` a la condition d’ind´ ependance est que si les pr´ ef´ erences entre a et b
dans la premi` ere liste et dans la deuxi` eme liste co¨ ıncident pour chaque individu, c’est-` a-
dire si l’individu 1 a la mˆ eme pr´ ef´ erence entre a et b dans la premi` ere et la deuxi` eme liste,
l’individu 2 a la mˆ eme pr´ ef´ erence entre a et b dans la premi` ere et la deuxi` eme liste etc...,
alors la pr´ ef´ erence sociale entre a et b doit ˆ etre identique dans les deux cas. Consid´ erons

















































b 1 a b 0
1 a
a ∼2 b a ∼0
2 b
a 3 b a 0
3 b
La condition d’ind´ ependance nous indique que dans ce cas la pr´ ef´ erence sociale entre
a et b doit ˆ etre la mˆ eme dans les deux cas. Si, par exemple, on a a S b, on doit ´ egalement
avoir a 0
S b.
La m´ ethode de d´ ecision ` a la majorit´ e d´ ecrite dans l’introduction v´ eriﬁe cette condition
d’ind´ ependance. En fait, toute fonction d’agr´ egation o` u la pr´ ef´ erence sociale entre deux
options est d´ eﬁnie ` a partir uniquement des pr´ ef´ erences individuelles sur ces deux options
v´ eriﬁera cette condition. C’est le cas, par exemple, des fonctions d’agr´ egation associ´ ees ` a
des jeux de vote avec quota. Dans un tel jeu, dit jeu de majorit´ e, o` u le quota est ﬁx´ e ` a n/2,
on a x S y si le nombre des individus i tel que x i y est > n/2 et y S x autrement. On
peut imaginer d’autres quota, ou des structures de jeu de vote plus g´ en´ erales et conserver8 MAURICE SALLES
la propri´ et´ e d’ind´ ependance.
Dans les d´ emonstrations, cette condition d’ind´ ependance joue le rˆ ole primordial dans ce
que Sen a qualiﬁ´ e d’´ epid´ emie. En eﬀet, si ` a partir d’une n-liste sp´ eciﬁque (1,...,n), on
a obtenu, disons, a S b pour deux options a et b ∈ X, alors, pour toute liste (0
1,...,0
n)
dans laquelle les pr´ ef´ erences individuelles entre a et b sont identiques ` a celles qu’on trou-
vait dans la liste (1,...,n), on aura le mˆ eme r´ esultat : a 0
S b.
Cette condition exclut la m´ ethode de Borda et interdit ` a la proc´ edure d’agr´ egation
de prendre en compte des diﬀ´ erences d’intensit´ e de pr´ ef´ erences. En ce qui concerne la
m´ ethode de Borda, consid´ erons en eﬀet un exemple avec X = {a,b,c,d} et N = {1,2,3},




















Pour chaque option class´ ee premi` ere, on attribue trois points, pour les options class´ ees
deuxi` eme, deux points, pour les options class´ ees troisi` eme, un point, et pour les options
class´ ees derni` eres, z´ ero point. Si on consid` ere {a,b}, a obtient 6 points et b obtient 7
points dans la premi` ere liste, et a obtient 6 points et b obtient seulement 5 points dans la
deuxi` eme liste. Or les pr´ ef´ erences des individus 2 et 3 sont enti` erement identiques dans les
deux listes et pour l’individu 1, on a a 1 b et a 0
1 b. La condition d’ind´ ependance exige
que dans ce cas on ait les mˆ emes pr´ ef´ erences sociales entre a et b, alors que la m´ ethode de
Borda nous donne b S a et a 0
s b. Le fait que l’individu 1 classe a en premi` ere position
et b en deuxi` eme dans la premi` ere liste et a en premi` ere position et b en derni` ere dans
la deuxi` eme liste ne doit selon la condition d’ind´ ependance avoir aucun eﬀet. Or on peut
facilement imaginer que la pr´ ef´ erence de 1 en faveur de a (par rapport ` a b) est beaucoup
plus forte dans 0
1 que dans 1. Il est certain que le fait d’utiliser la m´ ethode de d´ ecision
` a la majorit´ e et qu’il y ait un vainqueur de Condorcet ne doit pas occulter des probl` emes
qui pourraient ˆ etre r´ esolus par la m´ ethode de Borda. Supposons par exemple qu’on ait 101
individus et 15 options, {x1,...,x15}, que 51 individus classent les options de x1 ` a x15 dans
l’ordre des indices : x1  x2  x3...  x15, et que 50 les classent de la mani` ere suivante :
x2  x3  x4...  x15  x1. Evidemment, x1 est un vainqueur de Condorcet, et, en fait
x1 serait l’option gagnante avec beaucoup de proc´ edures (en particulier des proc´ edures
´ electorales eﬀectivement utilis´ ees). Or, dans cet exemple x1 est d´ etest´ ee par presque la
moiti´ e des individus et x2 est l’option pr´ ef´ er´ ee de presque la moiti´ e des individus et est
class´ ee soit premi` ere, soit deuxi` eme par tous.
La troisi` eme condition ne pose g´ en´ eralement pas de probl` emes quand on la pr´ esente
aux n´ eophytes. Elle est associ´ ee ` a Pareto dans la mesure o` u elle rappelle le principe sur
lequel est fond´ e la notion d’optimalit´ e par´ etienne.
Condition P (Principe de Pareto). Soit a,b ∈ X deux options et (1,...,n) ∈ P0n.
Si pour tout i ∈ N, a i b, alors a S b, o` u S est la composante asym´ etrique de
S= f(1,...,n).
C’est simplement un principe d’unanimit´ e. Si tous les individus pr´ ef` erent une option
a ` a une option b, alors, au niveau de la soci´ et´ e, a doit ˆ etre ‘class´ ee’ avant b. Bien que
cela semble ´ evident, il est une cons´ equence de cette condition qui est souvent mal per¸ cue.
Elle exclut, math´ ematiquement, les fonctions constantes. Une telle fonction constante
associerait une mˆ eme pr´ ef´ erence sociale S ` a n’importe quelle n-liste de pr´ eordres com-
plets, c’est-` a-dire ` a n’importe quelle n-liste de pr´ ef´ erences individuelles. Sont ainsi exclues
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la premi` ere ´ edition du livre d’Arrow (1951), on trouvait explicitement une condition de
non-imposition. Cette condition associ´ ee ` a d’autres impliquait le condition P.
D’apr` es le d´ eﬁnition 11, la condition P revient ` a ´ enoncer que N est d´ ecisif sur tout
{x,y} ⊆ X.
Il nous faut maintenant d´ eﬁnir la notion de dictature dans le cadre du formalisme in-
troduit.
Deﬁnition 12. Un dictateur est un individu i tel que pour tout x,y ∈ X et toute
n-liste (1,...,n) ∈ P0n, x i y ⇒ x S y o` u S est la composante asym´ etrique de
S= f(1,...,n).
Nous pouvons remarquer qu’un dictateur est un individu d´ ecisif sur tout {x,y} ⊆ X.
On parle souvent de la co¨ ıncidence de la partie asym´ etrique de la pr´ ef´ erence sociale S
avec la partie asym´ etrique de la pr´ ef´ erence du dictateur i. Je l’ai moi-mˆ eme ´ ecrit encore
relativement r´ ecemment. Ce n’est pas enti` erement exact. La co¨ ıncidence exigerait que
S=i. Or il est parfaitement possible qu’on ait pour deux options a et b, a S b et
a ∼i b : le dictateur impose ses pr´ ef´ erences ‘strictes’, il n’impose pas ses indiﬀ´ erences. En
fait, plutˆ ot que S=i, on a i⊆S. Mˆ eme si le dictateur n’impose que ses pr´ ef´ erences
‘strictes’, il est diﬃcile d’imaginer un tel dictateur dans la ‘r´ ealit´ e’. Ceci permet d’aﬃrmer
que la quatri` eme condition est relativement peu contraignante.
Condition D (Absence de dictature). Il n’existe pas de dictateur.
Nous allons maintenant d´ eﬁnir la classe de fonctions d’agr´ egation ´ etudi´ ee par Arrow :
les fonctions d’utilit´ e sociale.
D´ eﬁnition 13. Une fonction d’utilit´ e sociale est une fonction d’agr´ egation f : P0n → P.
La pr´ ef´ erence sociale S est donc un pr´ eordre complet. Notons qu’avec 3 options, nous
avons 13 pr´ eordres complets. Avec 3 individus, l’ensemble de d´ eﬁnition d’une fonction
d’agr´ egation v´ eriﬁant la condition U a donc 133 ´ el´ ements (des 3-listes), c’est-` a-dire 2197.
Avec cette mˆ eme condition U, le nombre de fonctions d’utilit´ e sociale est 132197, un nom-
bre ‘´ enorme’ (pensez que 102197 est un 1 suivi de plus de 2000 z´ eros). Or le th´ eor` eme
d’Arrow d´ emontre qu’avec les trois autres conditions on passe de ce nombre ‘´ enorme’ ` a 0 !
Th´ eor` eme (Arrow). Si n ≥ 2 et #X ≥ 3, il n’existe pas de fonction d’utilit´ e sociale
v´ eriﬁant les conditions U, I, P et D.
Une interpr´ etation trop courante (et proche de la malhonnˆ etet´ e intellectuelle) consiste
` a dire que ce th´ eor` eme prouve que la d´ emocratie est impossible, ou qu’elle n’est possi-
ble que dans les syst` emes ` a deux partis (X ne comprendrait alors que deux ´ el´ ements).
Math´ ematiquement, il est pourtant clair qu’il existe diverses possibilit´ es de sortie de ce
r´ esultat n´ egatif : la remise en cause des conditions (en particulier la condition U, comme
nous le verrons dans la section 6, ou la condition I, comme cela a ´ et´ e fait en particulier par
Saari et son ´ ecole dans l’´ etude des fonctions d’agr´ egation—` a la Borda—fond´ ees sur des
scores) et ´ egalement la remise en cause du type de fonction d’agr´ egation. Dans ce dernier
cas, les r´ esultats ont ´ et´ e malheureusement peu probants. Gibbard a remplac´ e pour les
pr´ ef´ erences sociales P par Q. Mais il a montr´ e dans ce cas que si la fonction d’agr´ egation
v´ eriﬁait les conditions U, I et P, alors il existait une oligarchie—un groupe d’individus
d´ ecisif sur tout {x,y} ⊆ X dont chaque membre avait un droit de veto (pouvant empˆ echer
que socialement a soit class´ e avant b d` es lors que ce membre pr´ ef´ erait b ` a a)—. Mas-Colell
et Sonnenschein ont montr´ e que remplacer Q par A ne permettait pas non plus d’obtenir10 MAURICE SALLES
un r´ esultat positif int´ eressant . La condition d’acyclicit´ e de la partie asym´ etrique  de 
est pourtant une propri´ et´ e tr` es int´ eressante. Il a ´ et´ e d´ emontr´ e par von Neumann et Mor-
genstern, en eﬀet, que l’acyclicit´ e de la partie asym´ etrique d’une relation binaire compl` ete
sur X ´ etait une condition n´ ecessaire et suﬃsante pour avoir un ´ el´ ement maximum (au
moins aussi bon que tous les autres) dans toute partie ﬁnie non vide de X. Enﬁn, une
derni` ere remarque sur le caract` ere ﬁni de N . Cette hypoth` ese est-elle une commodit´ e de
d´ emonstration, c’est-` a-dire rend-elle la d´ emonstration plus facile, ou est-elle un ´ el´ ement
n´ ecessaire du th´ eor` eme ? La r´ eponse ` a cette question n’a ´ et´ e apport´ ee qu’une vingtaine
d’ann´ ees apr` es la d´ emonstration d’Arrow. C’est une donn´ ee n´ ecessaire au th´ eor` eme lui-
mˆ eme. Il existe en eﬀet une fonction d’utilit´ e sociale quand N est inﬁni, quel que soit le
sens qu’on puisse donner ` a cette inﬁnit´ e.
5. le th´ eor` eme de sen
L’article du Journal of Political Economy (Sen (1970a)) dans lequel ce th´ eor` eme a
´ et´ e pr´ esent´ e comporte 6 pages. Ces 6 pages, ainsi que la monographie de Kolm (1971,
1997), ont eu un rˆ ole consid´ erable en ´ etant l’origine des recherches sur les aspects non-
welfaristes en ´ economie normative. Sen introduit les notions de droit (de libert´ e individu-
elle) dans le canevas du choix social ` a la Arrow, c’est-` a-dire par l’interm´ ediaire de fonctions
d’agr´ egation. Kolm, ` a peu pr` es au mˆ eme moment, introduisait des notions d’´ equit´ e et de
justice dans une construction de type axiomatique et dans le cadre d’une mod´ elisation
micro-´ economique ‘classique’ (en particulier avec des boˆ ıtes dites d’Edgeworth).
Si un ´ etat social est une description aussi d´ etaill´ ee qu’on le souhaite d’un ‘´ etat du
monde’, cela sera formellement une liste (je pr´ ef` ere ce terme de liste ` a celui de vecteur
parce que, math´ ematiquement, un vecteur est un ´ el´ ement d’un espace vectoriel, espace qui
a une structure parfaitement d´ eﬁnie depuis des d´ ecennies alors que l’ensemble des ´ etats
sociaux ne poss` ede pas cette structure et ne peut pas la poss´ eder ` a ce niveau de notre
analyse). Cette liste, ´ el´ ement d’un ´ enorme produit cart´ esien, comportera des ´ el´ ements
appartenant ` a certains des ensembles du produit cart´ esien qui sont propres ` a un individu.
On aura ainsi, par exemple, deux ´ etats sociaux a et b identiques en tout point sauf que,
dans a le four dans la cuisine de l’individu i est ´ electrique et dans b il fonctionne au gaz.
Sen sugg` ere que, dans ce type de situation, la relation de pr´ ef´ erence sociale entre a et b
soit identique ` a la pr´ ef´ erence individuelle de i entre ces deux ´ etats sociaux.
Le type de fonction d’agr´ egation envisag´ e par Sen est plus g´ en´ eral que les fonctions
d’utilit´ e sociale d’Arrow. Ce sont des fonctions qu’il appelle fonctions de d´ ecision sociale.
D´ eﬁnition 14. Une fonction de d´ ecision sociale est une fonction d’agr´ egation f :
P0n → A.
Comme je l’ai d´ ej` a indiqu´ e, un r´ esultat dˆ u ` a von Neumann et Morgenstern (1953),
red´ ecouvert par Sen (1970b), montre que l’acyclicit´ e d’une relation binaire sur X est une
condition n´ ecessaire et suﬃsante pour avoir un ´ el´ ement maximal dans toute partie non
vide et ﬁnie de X et par cons´ equent pour avoir un maximum (un ´ el´ ement au moins aussi
bon que tous les autres) dans toute partie non vide et ﬁnie de X pour une relation bi-
naire compl` ete  ayant une composante asym´ etrique  acyclique. Ceci justiﬁe l’emploi
du terme de d´ ecison. On peut toujours trouver dans les parties ﬁnies de X un ´ el´ ement
‘acceptable’.
La condition de libert´ e peut ˆ etre formalis´ ee tr` es simplement si on a recours ` a la notion
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Condition L (Libert´ e). Pour chaque individu i ∈ N, il existe deux options ai, bi
telles que i est d´ ecisif sur {ai,bi}.
En fait Sen obtient d´ ej` a un r´ esultat n´ egatif en supposant qu’au moins deux individus
sont libres au sens de cette condition.
Condition LM (Libert´ e minimale). Il existe deux individus i,j ∈ N et pour chacun
d’eux, deux options, ai et bi pour i et aj et bj pour j, telles que i est d´ ecisif sur {ai,bi} et
j est d´ ecisif sur {aj,bj}.
Le th´ eor` eme s’´ enonce alors tr` es simplement.
Th´ eor` eme (Sen). Si n ≥ 2 et si #X ≥ 2, il n’existe pas de fonction de d´ ecision
sociale v´ eriﬁant les conditions U, P et LM.
Ce r´ esultat se d´ emontre tr` es facilement. On peut remarquer que la condition I est
absente et que le th´ eor` eme est vrai avec deux options (dans ce cas i et j sont d´ ecisifs sur
le mˆ eme ensemble {a,b} et il suﬃt de consid´ erer une n-liste dans laquelle on a a i b et
b j a ; alors on obtient a S b et b S a, ce qui est un cycle). Par ailleurs contrairement
au th´ eor` eme d’Arrow, il est vrai mˆ eme si N est inﬁni. Il suﬃt alors de remplacer les n-
listes par des fonctions π : N → P, Pn par l’ensemble Π des fonctions π et P0n par Π0 avec
Π0 ⊆ Π. Un corollaire imm´ ediat consiste ` a remplacer la condition LM par la condition L.
De nombreux exemples (dont certains ont beaucoup fait pour la c´ el´ ebrit´ e du th´ eor` eme)
expliquent bien comment le r´ esultat est obtenu ou indiquent la port´ ee que peut avoir une
structure de produit cart´ esien sur X. Je vais d’abord pr´ esenter l’exemple de l’Amant de
Lady Chatterley qu’on trouve chez Sen. Deux individus, l’un prude (not´ e pr), l’autre lascif
(not´ e la) disposent d’un seul exemplaire du livre de Lawrence. Selon Sen, il y a trois
options a, b et c : a signiﬁe que pr lit le roman, b que la le lit et c que personne ne le lit.
Les pr´ ef´ erences des deux individus sont les suivantes :
c pr a pr b
a la b la c
On suppose que pr est d´ ecisif sur {a,c} et que la est d´ ecisif sur {b,c}. Par cons´ equent,
on obtient :
c S a et b S c
Comme les deux individus pr´ ef` erent a ` a b, la condition P implique que a S b si bien
que :
c S a S b S c
Une diﬃcult´ e de cet exemple, c’est qu’il laisse dans l’ombre la structure de produit
cart´ esien. Si on suppose maintenant qu’il y a deux exemplaires du livre, les options auront
deux coordonn´ ees selon que pr et la le lisent ou ne le lisent pas. Si on note (oui,non) le
fait que pr lise le livre et que la ne le lise pas (la premi` ere coordonn´ ee est relative ` a pr, la
deuxi` eme ` a la), nous avons un ensemble de quatre options :
{(oui,oui),(oui,non),(non,oui),(non,non)},
les trois derni` eres correspondant ` a a, b et c. Consid´ erons les pr´ ef´ erences suivantes :
(non,non) pr (oui,non) pr (non,oui) pr (oui,oui)
(oui,oui) la (oui,non) la (non,oui) la (non,non)
Ces pr´ ef´ erences sont non conditionnelles au sens d’Hammond (certains parlent de pr´ ef´ e-
rences s´ eparables). En eﬀet, pour pr, (non,.) pr (oui,.) quelle que soit la (mˆ eme)
deuxi` eme coordonn´ ee. Si on consid` ere que chaque individu est d´ ecisif d` es lors que la
coordonn´ ee de l’autre est inchang´ ee, pr est d´ ecisif sur {(non,non),(oui,non)} et sur
{(non,oui),(oui,oui)} et la est d´ ecisif sur {(non,non),(non,oui)} et sur12 MAURICE SALLES
{(oui,oui),(oui,non)}. Il est facile de voir qu’on obtient alors non pas un cycle mais
deux :
(non,non) S (oui,non) S (non,oui) S (non,non)
(oui,oui) S (oui,non) S (non,oui) S (oui,oui)
On peut mˆ eme obtenir un cycle sans utiliser la condition P. Consid´ erons, en eﬀet les
quatre options form´ ees par les couples avec a et b, (a,a), (a,b), (b,a) et (b,b) et supposons
les deux pr´ ef´ erences suivantes pour les individus 1 (premi` ere coordonn´ ee) et 2 (deuxi` eme
coordonn´ ee :
(b,a) 1 (a,a) 1 (a,b) 1 (b,b)
(a,a) 2 (a,b) 2 (b,b) 2 (b,a)
On obtient, par la simple double d´ ecisivit´ e de chaque individu :
(b,a) S (a,a) S (a,b) S (b,b) S (b,a)
Les probl` emes de d´ ecisivit´ e, c’est-` a-dire de libert´ e dans notre contexte, peuvent´ egalement
entrer en conﬂit avec les d´ ecisions individuelles prudentes comme le montre l’exemple sui-
vant dˆ u ` a Gibbard (1974) et abondamment discut´ e par Gaertner, Pattanaik et Suzumura
(1992), Sen (1992) et Pattanaik (1996). On consid` ere ` a nouveau deux individus 1 et 2,
et on suppose que chaque individu a le droit de choisir la chemise qu’il portera dans la
journ´ ee. Chaque individu a dans son armoire deux chemises : une grise, g et une bleue b.
Comme dans les exemples pr´ ec´ edents on prend comme options les couples form´ es avec g et
b. Cela peut signiﬁer que les quatre options sont des ´ etats sociaux identiques ` a l’exception
des chemises port´ ees par les deux individus. Consid´ erons l’individu 1 et supposons qu’il
soit d´ ecisif sur {(b,g),(g,g)} et que les pr´ ef´ erences soient donn´ ees par :
(b,b) 1 (g,g) 1 (b,g) 1 (g,b)
(b,g) 2 (g,b) 2 (g,g) 2 (b,b)
On voit que 1 a une pr´ ef´ erence pour l’uniformit´ e et une pr´ ef´ erence pour le bleu et que
2 a une pr´ ef´ erence pour la diversit´ e et qu’il pr´ ef` ere le gris. Maintenant supposons que les
individus soient prudents et qu’ils choisissent leurs chemises selon la r` egle du maximin.
L’individu 1 ne choisira pas le gris qui pourrait le conduire ` a l’option qu’il classe derni` ere.
Il choisira donc le bleu. De la mˆ eme fa¸ con, l’individu 2 choisira la chemise grise. L’option
ainsi d´ etermin´ ee est (b,g). Or, l’individu 1, ´ etant d´ ecisif sur {(b,g),(g,g)}, est suppos´ e
capable d’imposer une pr´ ef´ erence sociale en faveur de (g,g) qu’il pr´ ef` ere ` a (b,g).
Outre les articles d´ ej` a cit´ es, des commentaires sur cet article de Sen peuvent ˆ etre trouv´ es
dans Brunel et Salles (1998), Saari (1998, 2001) et Salles (2000). En dehors de son im-
portance intrins` eque, la prise en consid´ eration des droits et d’un concept comme la libert´ e
dans la th´ eorie du choix social est ` a l’origine des d´ eveloppements sur l’analyse des droits
en th´ eorie des jeux (en tant que contraintes sur l’espace des strat´ egies individuelles) et sur
tous les travaux sur la libert´ e qui passent par l’interm´ ediaire des ensembles sur lesquels
les choix individuels peuvent s’exercer (voir Pattanaik et Xu (1990), et Pattanaik, Salles
et Suzumura (2004)).
6. Le th´ eor` eme de gibbard-Satterthwaite
Une histoire probablement apocryphe veut que Borda aurait r´ epondu ` a des d´ etracteurs
(Condorcet ?) de sa m´ ethode en raison de la facilit´ e d’obtenir un meilleur r´ esultat pour
les individus en r´ ev´ elant une pr´ ef´ erence non sinc` ere : ma m´ ethode est faite pour des gens
honnˆ etes. La notion de vote utile est fr´ equente en p´ eriode ´ electorale. Un r´ ecent pr´ esident
de la r´ epublique fran¸ caise ne manquait pas de le rappeler avant chaque ´ election impor-
tante. Cela signiﬁe simplement que certains ´ electeurs sont invit´ es ` a ne pas voter pour le
candidat qu’ils pr´ ef` erent parce que leur vote serait alors inutile (c’est en g´ en´ eral le cas pour
les ´ electeurs favorables ` a des partis marginaux), mais plutˆ ot de voter pour un candidat qui
a des chances d’ˆ etre ´ elu et qui repr´ esenterait pour eux un moindre mal. Dans une ´ election
pr´ esidentielle am´ ericaine r´ ecente, dans un Etat situ´ e au sud, le candidat r´ epublicain BushMATH´ EMATIQUES DU CHOIX SOCIAL 13
a ´ et´ e d´ esign´ e vainqueur par la Cour Suprˆ eme des Etats-Unis alors qu’il avait ` a peu pr` es
le mˆ eme nombre de suﬀrages que le candidat d´ emocrate Gore. Or, il y avait d’autres can-
didats, en particulier un candidat ´ ecologiste, Nader, avec un pourcentage faible mais si-
gniﬁcatif de suﬀrages. Rappelons que le vainqueur est dans chaque Etat, dans ces ´ elections
am´ ericaines celui qui a le plus de suﬀrages et que, par cons´ equent, ce sont les grands
´ electeurs qui le soutiennent qui participent au vote ﬁnal. On peut facilement imaginer que
la plupart des votants qui ont choisi Nader, pla¸ caient Gore avant Bush dans leur ordre de
pr´ ef´ erence (Gore ayant montr´ e quelque int´ erˆ et pour les questions d’environnement). Ces
´ electeurs n’ont pas vot´ e utile en ne votant pas pour Gore plutˆ ot que pour Nader. S’ils
l’avaient fait, Gore serait pr´ esident et la face du monde en aurait´ et´ e compl` etement chang´ ee.
Il est revenu ` a Gibbard (1973) et Satterthwaite (1975) de d´ emontrer un r´ esultat g´ en´ eral
sur ce probl` eme (une contribution fondamentale de Dummett et Farquharson dix ann´ ees
auparavant ´ etant malheureusement pass´ ee inaper¸ cue).
On supposera que X est ﬁni et, pour des raisons de commodit´ e, que les pr´ ef´ erences
individuelles sont donn´ ees par des pr´ eordres complets anti sym´ etriques, c’est-` a-dire par
des ordres lin´ eaires qui seront not´ es . Plutˆ ot qu’une fonction d’agr´ egation, la proc´ edure
envisag´ ee est une s´ election : ` a une n-liste (1,...,n) on associe un ´ el´ ement x ∈ X. Si
L0n est une partie de Ln, on aura la d´ eﬁnition suivante.
D´ eﬁnition 15. Une fonction de choix social est une fonction f : L0n → X.
Il nous faut d´ eﬁnir formellement la notion d´ ecrite plus haut.
Deﬁnition 16. Un individu i ∈ N manipule la fonction de choix social f en
(1,...,n) ∈ L0n s’il existe 0
i∈ L0 tel que :
f(1,...,i−1,0
i,i+1,...,n) i f(1,...,i,...,n).
Si on suppose que les pr´ ef´ erences sans prime, 1,...,n sont sinc` eres et que 0
i est
‘mensong` ere’, la d´ eﬁnition signiﬁe que l’individu i manipule si, en r´ ev´ elant une pr´ ef´ erence
‘mensong` ere’ plutˆ ot que sa pr´ ef´ erence sinc` ere, le r´ esultat de la s´ election est une option qu’il
pr´ ef` ere sinc` erement ` a celle qui aurait ´ et´ e obtenue s’il avait r´ ev´ el´ e sa pr´ ef´ erence sinc` ere.
Trois conditions vont ˆ etre impos´ ees sur les fonctions de choix social.
Condition Uc (Universalit´ e). L0 = L.
Pour des commentaires sur cette condition, je renvoie aux commentaires faits pour la
condition U dans la section 2.
Condition NM (Non-manipulabilit´ e). Il n’existe pas d’individu i ∈ N et de n-liste
(1,...,n) ∈ L0n tels que i manipule f en (1,...,n).
Condition S (Surjectivit´ e). f(L0n) = X.
Autrement dit, pour tout x ∈ X, il existe une n-liste (1,...,n) ∈ L0n telle que
f(1,...,n) = x. Cette condition n’est pas enti` erement n´ ecessaire. En fait, il suﬃt qu’il
y ait suﬃsamment d’options dans X qui peuvent ˆ etre eﬀectivement s´ electionn´ ees. Cepen-
dant bien qu’elle apparaisse comme une condition purement math´ ematique, son contenu
intuitif est loin d’ˆ etre n´ egligeable. Elle empˆ eche en particulier que la fonction de choix so-
cial soit une fonction constante. Les commentaires faits sur la condition P dans la section
2 peuvent ´ egalement s’appliquer ici.14 MAURICE SALLES
Comme pour le th´ eor` eme d’Arrow, il nous faut maintenant exclure la dictature. Cepen-
dant, comme le formalisme de l’agr´ egation est diﬀ´ erent, il nous faut d’abord pr´ eciser ce que
l’on entend par ‘dictateur’ dans le contexte d’une fonction de choix social. Un dictateur
est un individu qui impose que la fonction s´ electionne l’option qu’il a plac´ ee en premi` ere
position dans sa pr´ ef´ erence.
D´ eﬁnition 17. Un individu i ∈ N est un dictateur pour une fonction de choix social f
si pour toute n-liste (1,...,n) ∈ L0n, f(1,...,n) i x pour tout
x ∈ X − {f(1,...,n)}.
Condition Dc. Il n’existe pas de dictateur au sens de la d´ eﬁnition 17.
Th´ eor` eme (Gibbard-Satterthwaite). Si n ≥ 2 et #X ≥ 3, il n’existe pas de fonc-
tion de choix social v´ eriﬁant les conditions Uc, NM, S et Dc.
Voici un exemple tr` es simple de manipulation de la r` egle de Borda, l’option s´ electionn´ ee
´ etant celle qui a le plus de points et, en cas d’´ egalit´ e, la premi` ere dans l’ordre alphab´ etique.
Supposons que X = {a,b,c,d} et N = {1,2,3} et consid´ erons :
(1,2,3) (1,0
2,3)
a 1 b 1 c 1 d a 1 b 1 c 1 d
c 2 d 2 b 2 a b 0
2 c 0
2 d 2 a
a 3 b 3 d 3 c a 3 b 3 d 3 c
On voit que f(1,2,3) = a, que f(1,0
2,3) = b et que b 2 a.
Pour la r` egle de la pluralit´ e utilis´ ee pour les ´ elections am´ ericaines, il est clair qu’un seul
individu ne peut pas changer totalement le r´ esultat en manipulant, car si une option a
est s´ electionn´ ee, tout changement en faveur d’une autre option b ne peut lui faire gagner
qu’une voix et, au mieux, l’amener au niveau de a (si, en outre, l’´ ecart entre a et b n’´ etait
que d’une voix). Pour faire de la pluralit´ e une fonction de choix social, comme pour la r` egle
de Borda, il faut un m´ ecanisme pour d´ epartager les ex aequo. Cependant divers auteurs
ont montr´ e que les r´ esultats ´ etaient pour l’essentiel pr´ eserv´ es si, au lieu de consid´ erer des
fonctions de choix social, on prenait en compte des correspondances qui s´ electionnent des
parties de X.
Le r´ esultat de Gibbard et Satterthwaite a´ et´ e ` a l’origine de d´ eveloppements consid´ erables
en choix social, mais aussi en ´ economie publique, en particulier en th´ eorie de la concr´ etisa-
tion (en anglais, ‘implementation’), et en th´ eorie des jeux (voir les articles r´ ecents de Bar-
bera (2001) et Jackson (2001)).
7. l’unimodalit´ e et la m´ ethode de d´ ecision ` a la majorit´ e
A la ﬁn des ann´ ees 1940, c’est-` a-dire approximativement au mˆ eme moment qu’Arrow,
un ´ economiste britannique, Duncan Black, introduisait la notion de pr´ ef´ erence unimodale
(en anglais ‘single-peaked’) dans un article du Journal of Political Economy. Il ´ etudiait
les eﬀets de cette unimodalit´ e sur la m´ ethode de d´ ecision ` a la majorit´ e et d´ emontrait,
entre autres r´ esultats importants, ce qu’on a coutume d’appeler aujourd’hui en ´ economie
publique le th´ eor` eme de l’´ electeur m´ edian. Il utilisait une m´ ethode, disons, g´ eom´ etrique.
Supposons que l’espace des options soit un intervalle ferm´ e [a,b] de la droite r´ eelle R et
que la pr´ ef´ erence de l’individu i soit repr´ esent´ ee par une fonction continue ui d´ eﬁnies sur
[a,b]. Supposons, en outre, que ui est croissante jusqu’` a ce qu’elle atteigne un maximum
en xi, puis d´ ecroissante jusqu’` a b. Sur la ﬁgure 1, on a ainsi les courbes de 5 fonctions
repr´ esentant 5 pr´ ef´ erences.
Dans cette ﬁgure, u1 atteint son maximum pour l’option a, u2 pour l’option x2 et...
u5 pour l’option b. L’individu 3 est l’individu m´ edian et x3 est l’option choisie par laMATH´ EMATIQUES DU CHOIX SOCIAL 15
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Figure 1. L’unimodalit´ e de Black
m´ ethode de d´ ecision ` a la majorit´ e. Il convient de remarquer ici que les fonctions ui sont
ce qu’on appelle g´ en´ eralement des fonctions strictement quasi concaves (sur la ﬁgure, les
fonctions sont en fait concaves). Plutˆ ot que de d´ evelopper l’analyse de Black en termes
g´ eom´ etriques, je vais consid´ erer une version discr` ete de l’unimodalit´ e, version due essen-
tiellement ` a Arrow. Tout d’abord d´ eﬁnissons formellement la m´ ethode de d´ ecision ` a la
majorit´ e.
D´ eﬁnition 18. La m´ ethode de d´ ecision ` a la majorit´ e est une fonction d’agr´ egation
telle que pour tout x,y ∈ X et toute liste (1,...,n) ∈ P0n, x S y ⇔ #{i : x i y} >
#{i : y i x} et y S x autrement.
On sait depuis May (1952) que cette m´ ethode est caract´ eris´ ee par des conditions de
sym´ etrie sur les individus (anonymat : changer le nom des individus ne change pas le
r´ esultat), de neutralit´ e quant aux options (quand on permute les options, le r´ esultat est
permut´ e) et de monotonie stricte (quand on obtient une indiﬀ´ erence entre deux ´ el´ ements a
et b pour une n-liste, le r´ esultat d’une nouvelle liste dans laquelle a a ‘mont´ e’ par rapport
` a b dans l’´ echelle de pr´ ef´ erence d’un individu et n’a ‘descendu’ par rapport ` a b chez aucun
sera a S b). La condition d’anonymat implique la condition D.
La version que je vais donner de l’unimodalit´ e ` a la Arrow r´ esulte d’une formulation
´ equivalente emprunt´ ee ` a Sen (1966). On consid` ere trois options (distinctes) a, b et c.
D´ eﬁnition 19. Un ensemble de pr´ eordres complets sur X v´ eriﬁe la condition d’unimo-
dalit´ e sur {a,b,c} ⊆ X si ou bien a ∼ b et b ∼ c ou bien il existe une option parmi les trois
options, disons b, telle que b  a ou b  c. Un ensemble de pr´ eordres complets v´ eriﬁe la
condition d’unimodalit´ e s’il v´ eriﬁe la condition d’unimodalit´ e sur tout {x,y,z} ⊆ X.
On notera BL, l’ensemble des pr´ eordres complets sur X v´ eriﬁant la condition d’unimo-
dalit´ e. On peut maintenant ´ enoncer la version arrovienne du th´ eor` eme de Black.
Th´ eor` eme (Black). Supposons que n ≥ 2 et #X ≥ 3 et que P0 = BL. Supposons en
outre que le nombre des individus pour lesquels ¬(x ∼i y and y ∼i z) est impair. Alors la
m´ ethode de d´ ecision ` a la majorit´ e est une fonction d’utilit´ e sociale (v´ eriﬁant les conditions
I, P et D).
Cela signiﬁe simplement que la pr´ ef´ erence sociale S est transitive. La condition
d’imparit´ e sur le nombre des individus qui sont indiﬀ´ erents entre trois options peut paraˆ ıtre
probl´ ematique. Ce n’est pas vraiment le cas. Consid´ erons en eﬀet une nouvelle classe de
fonctions d’agr´ egation.
D´ eﬁnition 20. Une fonction de d´ ecision sociale de type quasi transitif est une fonction
d’agr´ egation f : P0n → Q.
On a alors le th´ eor` eme suivant dˆ u ` a Sen et Pattanaik (1969).
Th´ eor` eme (Sen et Pattanaik). Supposons que n ≥ 2 et #X ≥ 3 et que P0 = BL.
Alors la m´ ethode de d´ ecision ` a la majorit´ e est une fonction de d´ ecision sociale de type16 MAURICE SALLES
quasi transitif.
Ce th´ eor` eme indique que la partie asym´ etrique S de la pr´ ef´ erence sociale est transitive.
Avec trois options, nous savons qu’il y a 13 pr´ eordres complets. L’unimodalit´ e est une
esp` ece de condition de super-rationalit´ e. Il y a 8 pr´ eordres complets unimodaux. On
peut repr´ esenter graphiquement ces 8 pr´ eordres complets. La repr´ esentation (qui ´ etait ` a
la base de la version arrovienne de l’unimodalit´ e) pr´ esente un int´ erˆ et intrins` eque. Si les




































Figure 2. L’unimodalit´ e de Black sur {a,b,c}
Quand les options sont au mˆ eme niveau horizontalement, cela signiﬁe qu’il y a une
indiﬀ´ erence. Quand une option x est au-dessus d’une option y, cela signiﬁe que x  y. Les
options a, b et c sont ordonn´ ees lin´ eairement, avec a ` a gauche, b au centre et c ` a droite.
Il est alors facile de donner une interpr´ etation politique aux pr´ ef´ erences, en particulier si
a, b et c sont des candidats ` a une ´ election. Une diﬃcult´ e majeure vient de l’absence des








Figure 3. Pr´ eordres complets suppl´ ementaires pour une extension de l’unimodalit´ e
Cependant, Dummett et Farquharson (1961) ont montr´ e que si on ajoutait ces pr´ ef´ erences
aux 8 pr´ ef´ erences unimodales, on avait un ´ el´ ement maximum pour la relation S obtenue
par la fonction d’agr´ egation d´ eﬁnie par : x S y ⇔ #{i : x i y} > n/2, ou #{i : x i
y} = n/2 et x 1 y. C’est ce qu’on appelle g´ en´ eralement un jeu de vote majoritaire avec
une voix pr´ epond´ erante pour l’individu 1.
Les trois pr´ eordres complets qui manquent d´ esormais n’ont pas de raison d’ˆ etre, je crois,



















Figure 4. Pr´ eordres complets exclus
Les 10 pr´ eordres complets de la version ´ elargie de l’unimodalit´ e rappellent, dans le cas
g´ eom´ etrique de Black, la quasi-concavit´ e. Celle-ci remplacerait donc la quasi-concavit´ e
stricte. Sur cette question, je renvoie ` a Nakamura (1975), Salles et Wendell (1977) et
Salles (2002).MATH´ EMATIQUES DU CHOIX SOCIAL 17
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Figure 5. Quasi-concavit´ e stricte et quasi-concavit´ e
Sur la ﬁgure 5, la courbe de gauche correspond ` a une fonction strictement quasi con-
cave. Elle n’est pas, ` a la diﬀ´ erence des fonctions repr´ esent´ ees dans la ﬁgure 1, concave ` a
cause du ‘coude’ dans la partie d´ ecroissante. La courbe de droite repr´ esente une fonction
quasi concave. On voit alors que des parties stationnaires (les parties horizontales de la
courbe) sont possibles en position ‘interm´ edaire’ comme au maximum.
Ces variations sur l’unimodalit´ e ne doivent pas cacher l’existence d’autres conditions de
ce type. Elles sont cependant, en g´ en´ eral, diﬃciles ` a interpr´ eter intuitivement. Les articles
d’Inada (1969), de Sen et Pattanaik (1969), de Gaertner et Salles (1981) le montrent et le
livre r´ ecent de Gaertner (2001) fait le point d´ eﬁnitif (du moins au moment de sa parution)
sur la question.
8. conclusion
Je souhaite rappeler que j’ai choisi quatre th` emes parmi huit que je consid` ere comme
fondateurs de la th´ eorie moderne du choix social. Dans un avenir proche je pense traiter
dans un article qui compl` etera celui-ci les th` emes que j’ai laiss´ es de cˆ ot´ e. Je terminerai
par quelques suggestions bibliographiques. Pour une vue tr` es rapide, je renvoie aux deux
entr´ ees dans le Dictionnaire des Sciences Economiques (dont je suis l’auteur), l’une sur
l’‘agr´ egation des pr´ ef´ erences’, l’autre sur ‘bien-ˆ etre et choix social’. Deux volumes dans la
collection des ‘Handbook of Economics’—Handbook of Social Choice and Welfare ´ edit´ es par
Arrow, Sen et Suzumura—sont consacr´ es au choix social et ` a la th´ eorie du bien-ˆ etre (seul
le premier est paru au moment o` u j’´ ecris ces lignes). Les livres de Fleurbaey (1996) et Roe-
mer (1996) sont particuli` eremant recommand´ es dans la mesure o` u la th´ eorie ´ economique
et la philosophie y sont intimement li´ ees. Les aspects ‘science politique math´ ematique’
sont remarquablement d´ evelopp´ es par Austen-Smith et Banks (1999).
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